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FACULTEITREEKSEN.

1. Gegeneraliseerde Beta-integralen. Algemene ontwikkelingsstelling.

I. Zijy(t) een in het interval e<t <) reguliere functie, die in
dit interval voldoet aan de relaties

)] < et 0™

waarin ¢,>0 |, %o ©n q, van T onafhankelijke geschikt gekozen regéle
getallen voorstellen. :

We definiBren dan voor Re o > QY»;RA?F: >4, de gegeneraliscerde
Bta~-integraal B ( ,fS ',\}/ ) als

/ -
@ Blapy-f 1 -0yt
o

IT. 2Zij (t) een functie; die na het aanbrengen van een snede langs
de reéle as van 1 naar -¢o analytisch en eenwaardig is in de cirkel

Cr gedefinieerd door l}-—“ =B,</ . Stel verder dat beide analytische
voortzettingen op het segment O <t< 1 bestaan, ondubbelzinnig be- |
paald zijn en dat voor beiden in die omgeving vanf = 0 geldt ;

W) < ¢, 7

We definieren dan voor R»z D q,.

' I - B-1 '

(2) B/ d,@.,w)):m\it (£ g

De integratieweg W, wordt hierin genomen langs de reéle as van
0 tot 1 - 8, , i1n positieve richting langs de omtrek vanC,., en weer
terug langs de reéle as van 1 -g, , naar O. Langs het eerste stuk van
de redle as kiest men voor de waarde van \'4 (t ) een van de bovenge-
noemde voortzettingen, zodat na het doorlopen van de omtrek vanc,
(in positieve richting) en andersom de andere voortzetting van ‘}’ ()
wordt aanfenomen. Arg (t -1) wordt gelijk aan nul gesteld in

t=14+9 .

Dt gy

Is y/ (1) regulier in t = 1, dan is als P\lﬁy’"

(5) B (et pyt) < 2% B (o iytt)
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Is bovendien (5 geheel, dan is
(4) B lop 5wt J&,}({_;D = Blopiyt)

III. 2ij (t) een functie, die, na het aanbrengen van een snede
langs de reéle as van O naar é , analytisch en eenwaardig is in de
cirkel _C, gedefinieerd door \Jﬁf =3,,<| . Stel verder, dat de
beide analytische voortzettingen langs het segment 0<l < 1 vestaan
en dat voor beide in de omgeving van t = 1 geldt

vt < ¢ -7

We definiéren dan voor RIP > g

(5) B, (s«p yt)- -_._S T -tP it dt

De integratieweg W wordt h1er1n genomen langs de reele as van
1 naar 80 y in positieve richting langs de omtrek van Co en weer
terug langs de reéle as van 50 naar 1. Langs het eerste stuk van de
reéle as kiest men voor de wasrde van Y (1) é&n van bovengenoemde
analytische voortzettingen, zodat, na het doorlopen van C in posi-
tieve richting, de andere voortzetting van ‘*J (t) wordt aangenomen.

'. Arg (- 1) wordt gelijk aan nul gesteld in t -—8

Opmerkingens
Algemeen geldt:

©  Blepird) - Blesyicd

Verder geldt als \f/ (t) regulier is int: 0O en als Rﬂz >0

™ B, (w2222 B o gyt

Is bovendien o geheel, dan:

(8) Blop, vty )203,(-@ - B o/,(i;yw)

IV. We bewijzen nu voor integralen van het type (2) een algemene
ontwikkelingsstelling. Wegens de betrekking (6) kan men deze direet
omzetten in een ontwikkelingsstelling voor-integralen van het type
(5). Een analoog bewijs levert een later te noemen algemene ontwik—
kelingsstelling voor integralen van het type (1).

Beschouw dus een iptegraal van het type (2). Neem aan, dat Y (1)
te schrijven is als \f/(t) = %m T(ﬂ



-y e

waarin ? ({‘) een functie is, die in de cirkel \I- H = 1 analytisch en

eenwaardig is en daar voldoet aan b
-Rs -
(9) ol < <)t (- 0-t]

waarin C,_“‘p>o en q' geschikt gekozen, van 1 onafhankelijke getal-
len voorstellen. De voor (t) ingevoerde veronderstellingen impli-
ceren, dat % (i) na het aarbrengen van een snede langs de reele as
van 1 naar -o in de cirkel C, analytisch en eenwaardig is, dat de
beide analytische voortzettingen op het segment O <1< 1 bestaan en
ondubbelzinnig bepaald zijn. We nemen bovendien aan, dat de genoemde
voortzettingen op dat deel van het segment, hetwelk in de omgeving
van t = 0 ligt, voldoen aan

(10) ‘%ﬁ < ¢, t il

waarin C¢ >0 en q, geschikt gekozen van t onafhankelijke reele

getallen voorstellen.
Nu geldt de volgende
Stelling: B, (x ,Ig ;Y (t)) kan voor R,ed>‘P+6},+anv ontwikkeld worden

in de reeks~ b
5— (——l S fw%“'u'-t)@‘w %&) dt

QTtL = W
[
waarin de O‘k de ontw1kke11ngscoefflclenten zijn van

}k a, (-4)"
Bewijs: We schrl;jven/B

b
4% ) - /k 5 a (- ol Sptt)

zodat o kﬂ \
S, =2 e a0
Isnu 0<%2< 1 en }C,L de omtrek van de cirkel )l-—” =2, dan
geldt

k-t
R L L

[

en dus voor iedere © binnen )C gelegen

{t-
b/e ) JT'I'L‘SK ?»V:z)fv? Z“"")E o

lw-4
] ! j w K LP(W)
A X, ey 1)




.

Gebruik makend van de ongelijkheid (9)'_ vinden we
(11) 15,3(#)‘ < et "JS %’%
waarin Cg een van 2 onafhankelijke constante voorstelt.
Passen we nu toe de transformatie
[-or ={- JC) i;" 27
waarin 3:-:‘/~H y dus 0 = §<4« , dan vinden we voor de integraal in
het rechterlid van bovenstaande ongelijkheid

dar " dg
T 3 ,
R ey

Hierin is )

'L—D/z?c,mcfw«gl:(@,g)’wa«?m‘mljafg(fc—?)z
ok zaxpanlty > %Lapg’
Is ¢<(2-V3), dan is

2
oanpeng+gtyle-p) 2 (V3 )
zodat dan
S ol 2w
- = V3-
| v, i{w ti Va- |
Is daarentegen ¢ > (2 - \6), dan is er in het eerste kwadrant

:t_
een hoek %—c\/ te vinden zodanig dat sin %‘X = ; ?
2

Sw—lh%%’;_: £ 2’6&-/;%-+2~'ng 1T:§> i ?*WW zﬁn&rﬁrnv‘lé}-o

In de laatste uitdrukking zijn de eerste en tweede term begrensd

‘terwij'l de laatste term van de orde logép-“:—- is. Onder alle omstandig-
heden geldt dus 3

( |

| <oy g 2

y, lw-t] -
Volgens (11) vinden we:

(12)

A _,9 ‘P
S/EIKHS <Cy x (-1 ’9"%7&% ( C; en C(? 213211;3“?)'

We kunnen nu schrijven.

_B(o({&\{/(ﬂ) Z(l) akj Y ({ /}(Hk’%& t +R2
oL~q ~ 1(% I>(5+/?I

met Mg = g s (t) dt

Qri},
\‘,v'
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De integralen bestaan, want 7 (1) voldoet aan (10) en er is
verondersteld fo (& - -3-19")>b met bzo .

Wegens het feit, dat %( ) regulier is op W, (behalve in de om=-
geving van 1= 0 in welk geval echter (10) geldt) is HO“(QJM
beperkt op W, , en geldts

a5 Ry < e, | A S e
W

v e et v, 8 (gl

[o}

Voor de laatste integraal v1nden we met behulp van (12)
SC]S,Q IH)C < cpt (/ oF

waarin /t>3 (maar/‘t< ).

We zien dus dat 8' \S,QH)]HH tot nul nadert als 2 onbeperkt
aangroeit. Wat betreft de ecrste integrasl in het rechterlid van (13)
nemen we aan, dat ! zo groot is, dat Re ([5 +0 - )> 0. Dan wordt ze
gemajoreerd door

[ tiutg g0y e 1S ) a

o

] ! . . |
v > = = [- -
oor ; 23 kiezen we in (12) ¢ = |/ 2£ , dus 4~ ?> )

en omdat 2 b;egrensd is, als z?, onbegrensd toeneemt, vinden we voor

tge ‘5/?(%)}< ¢, 1 203 4

Is daarentegen Jﬁ(jz dan nemen we in (12) /L=*2'- (1+9 ), aus
1 -2Z=2 -0 = (1 _Q‘) Omd=at dan m£< 7 E 7 o=(1 _’;2.5-) ""? Ybegrensc

is vinden we voor 1 <L H

‘52&) < (;.3('-?).P %7"@; = C:atﬁw”?(f‘

De eerste integraal in het rechterlid van (13) wordt dus gemajo-

2 /8?’?63’ LIXS (d-q,—cgﬂ)(_t)Rt([S*’Y’f) dt +
3 T

reerd door:

Wegens R}(d —qﬁ-qﬁ-—‘p }> O bestaat de laatste integraal en nadert
tot nul als /8 10t oneindig nadert. )

P k-
We bewijzen nu eerst voor vas*te/u : j f;k (,_3() /Ad{ - (7(/3 )
/?-J
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Immers als k< 0 geldt | 9 | , /?-k
' 2 -k + -k ; o
} J , * (1) P < A J , (-t) 7 dt < X0t 7t Toom
¥ r ° i
Neemt men verder aan, dat deze laatste stelling voor zekerek
geldt, dan geldt zo ook voor k + 1, immers

| ety SR T o
S tk-ﬂ (l—'k)f*}‘d{ _ (1—2 ) /g I+_._\§i'_’_.._ I tk(/_l"J /1 df =@,{p )
/Y" /g+/[4+; »?+/J+1

E-I

volgens de inductieonderstelling.

We vinden dus
t

/Y?szg u A SX" Relogeql G-{)R{{ﬁd”) dt
AR d G20

(o Re(-a+g+q'+h)
ol )

hetgeen tot nul nadert wegens R,Q (oA -q(—-%'—\? ) > O,
Hiermede is de algemene ontwikkelingsstelling voor B, -integralen
bewezen, aangezien blijkt, dat ’P\,ﬁ tot nul nadert als 2 tet o nadert.

V. Stelt men de zelfde eisen aan \% (t )=%(’C )cg (t) en bovendien de eis,
dat in de omgeving van “t =/ ep het segment 0 < t < 1 geldt

}3 ({‘)} < C,, (l-t )~€£ danoovind't r'nen voor Riy > b -l-q1'+ R:q(, PU?(‘S>Q,’

B(o{)/};;\f{ﬂ):}_g_ Qk S td %-’(pf}\(ﬁ 1+k %(L) at
)

Opmi I. Men gaat tenslotte gemakkelijk na, dat alle in bovenstaande
bewi]js ingevoerde constanten C(, t/m C,, onafhankelijk van d enﬁ ge-~
kozen kunnen worden, indien deze grootheden in een beperkt gebied
varigren. Dit betekent dat de gevonden reeksontwikkeling in zo'n ge-
bied gelijkmatig convergeert.
Opm. II. Hangt bovendien ({) behalve van nog van een parameter &
af, en weet men, dat binnen zeker gebied van 2de relatie

| )] < et
geldt voor een zekere, van #«onafhankelijke omgeving van JE = 0, terwijl
op het overige deel van de contour \/\/, %(f) een van ¢ onafhankelijke

bovengrens heeft, dan zal de convergentie ook in dat gebied van 7 ge-
lijkmatig zijn.
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2. Gegeneraliseerde Faculteitreeksen. Het convergentie halfvlak.

e Als faculteitreeks (van de tweede soort) wordt in het algemeen
jedefinieerd een reeks van het type

© okl K (k) T (1)
Z‘__ Aol 1 (X ‘EE—- Gy T"(o%_, kf’)

o

= i{\ Clk E{d) k+l)
o

We voeren nu een grotere klasse van recksen als gegeneraliseerde
faculteitreeksen in, n.1l. die van de beide typen:

i Qy %a‘[;;; B(O(‘ﬂ,,(ﬁ*k)
o, }E_L—:)k ay %B,{N-%(“U

- 12 0)
vaarin B,(Of -9 ,@inr( %efcﬁ,(l(—ﬂ,,{B +k 5y (t)) ‘voor Y (t) = 1.
P g + k-
Hierin is dusB;(oé-%,Fw—‘():S 'L } (1..%){3 ' cua
_ Tlp+k) Tler-g)
T[ol*—[bk-.q')

B, (g ot ot 4

2%L

W
_MU{@H T(P» T (% q) _ T (-q) ) (o(uci;l
T Tatrprkq) T[~{%—\<—/) T(o(+/3+\<~¢) R-k 1

waarin de integraalvoorstellingen alleen betekenis hebben als

R,g (o= )>0, terwijl de voorstelling mb.v. Gamma~functies
algemeen geldig is en

w V=g -1 +k - . :
%B("“%F”‘Pif P Doy ity it als Refogyemso

" R A k-
%RB'(‘*%(MFQUJL VhF A@,g«n(t—,)a.t oby Refei-q)>0

W, .
(met arg (t-1)= 0 en het pun‘t{= 1 +S, van \/\/, ).

We passen nu de ontwikkelingsstellingen van de vorige paragraaf
toe met c}(f): logm(l-—t)) resp. g.(f’:)z logm(f -1) en vinden, mits
c‘f(f) aan de eisen voldoet, ilie W%«%n de vorige paragraaf stelden
B(o(,{s',f?(ﬂ&gf“@{*j): Z\i U S B (a-g )@-pk)

mm .ow}d> E"m *RMP )RJZ >0

(1) Bx {d)@;cf»(t)&%m[t—/g__zg(_,)k Gfk%ﬁB/(d”%@*k) T Pwo(yp.» H’Q,
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We zien dus, dat gegeneraliscerde B&ta-integralen waarvan\}/ (t)
schrijven is als g (t) log™ (l—f ) resp. o (1) logm (t-1) te ont-
kelen ziJn in gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits CF (f) een
ctie is, die in de cirkel ll—ﬂ< 1 amalytisch en eenwaardig is
voldoet aan de ongelijkheid P

t) < [t (-t

De gebieden, wasrin de faculteitreeksen zeker convergeren, zijn
1s onder(l)aangegeven halfvlakken, de mogelijkheid, dat de con-

gentie ook nog optreedt in een groter gebied is niet uitgesloten,
dit te onderzoek%g_ maken we gebruik van stellingen voor de gewone
ulteitreeksen Z‘f_ak B («, k+1 ) zoals deze door Landau en Nor-

1 2z2ijn bewezen (vél. Milne=-Thomson: The Calculus of Finite Differen-
s, Ch. X, pag. 271-287).

1ling I. De reeks E akB (o, k+/ ) is cenvergent in het half-

k P.z of > >\ ’ waarir;

<

n o0

A= lim sup log D;l‘_ C’vk’/logn , als Z Qo divergeert
?
o0

o :
A= 1lim sup log lZ'i Qd/ log=m , als ZE ay convergeerdt

Voor Pu o(<) divergeert dc reeks, in geval H.zo( =X is geen al-
ene regel bekend.

&0
&
1ling IT. De recks L‘*_ Quy B (o, K+ ) is absoluut convergent in
helfvlak P\Jd>/;, ,Ovoor RJQ. e<</u is e niet ansoluut convergent.
rin voldoet /u, aan Rg/ugk +1 . |
(2]

lling IITI. Als de recks f/_E O’kE (X, ‘<+l ) convergeert voor « = ,,
ze gelijkmatig convergent:
1° in het halfvlak Reo > Rz ot£bij willekeurige E£>0

2% in het gebied }arg (o~ ofy) g%—’q bij willekeurige M >o .

Als gevolg hiervan stelt de reeks in het gehelc convergentie-
ied een analytische functie voor.

Bij al deze stellingen zijn eventueel punten « = O, -1, -2,-die
het convergentiegebied liggen met een willekeurig kleine omgeving
gesloten. (Hier heeft de reecks geen betekenis daarE (o(,\<+)) er
eindig is).

. Voor onze gegeneraliseerde faculteitreeksen zijn nu soortgelijke
ultaten af te leiden. Hiertoe bewijzen we allereerst de

pstelling. Is voor een gegeven functie F (x ,{3 ,k ) en bij gehele
, N> 0 een rij getallen /?r;, ,...,/&‘ 4c vinden (/Yw;,_—{:o), die nog van

mogen afhangen, maar beperkt zijn in elke beperkt gebied van (3 ’
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alsmede positieve gehele getallen K en L, (Kg)_) zodat voor alle
waarden van o en f3 met Rzo(> - N ’ R_a > —-M geldt

(%) ]F( o(’{?;,k) - /&, B(d,kﬂ) ~ f)r' B, (QI-H) kw) - /?rz B(oﬁz)‘ﬂ- I) - '"""”""”“")ZW-IB{di""k*‘éi
< /%N B( R,zo(-\-N)lK' L+l>

voor alle k >K , dan is de reeks i ay F (\‘x,ﬁ;,k) (absoluut,
gelijkmatig) convergent voor die waardenuvan X , waarvoor
hkakB(d,k+ 1) (absoluut, gelijkmatig) convergeert en de reeks
vﬁakp(d,ﬁ,k) divergeert (convergeert niet absoluut), waar
2 oak B(cx',k + 1) divergeert h(niet absoluut convergent). Bovendien
is de convergentic van ,_E_E ﬁkv (o(,ﬁ,[() in elk bererkt gebied van/?;
gelijkmatig naar @ . (We sluiten punten waar F (t ,;’3,?) singulier is,
uit)., w0
Bewijs: Als Ejﬁ oy B (o, k + 1) (abssluut) convergeert, convergeren ook
mz}_ oy, B (ctvr ks ),...’éakB @+N -2 k+i ) en
gak:&(‘x*N—l,k—LH) (absoluut), waaruit de (absolute) convergentie
van 2’;%}:’(0( e k) volgt. Waar bovendien de '30 gooe ,}3~N onafhankelijk
van & zijn en uit de stelling III voor de gewone faculteitreeksen
volgt, dat als Kk o) B (=, K+/ ) in een gebied van & gelijkmatig
convergeert, de° ree}gsen%_ Qy B (o ,kH )y ..,ZE GkB(d’fN*f,kH)
o eng O B (X +N-y ,\<-L+/ ) dat o:vk doen, is
ZE_ ay F( ,ﬁ»,k) ook in dat gebied gelijkmatig convergent.
Is A weer de convergentieabscis vanﬁ a'kB (o(,liﬂ ) en
A- 1< Hﬂd<x, of R,E,o(=>\ maar o geen fnunt waar EakB (ol,k-!-l ) |
convergcert dan heeft men ’

P P P
%;: a, F{d,ﬁ,k): &% ak Tﬁ(d,k"f) + 'g'%‘i ak B(o{{»{"(*u <+
b 2 ’ | “\
 REETTTENR RN 1 8}\,_]%‘_ O.k B("\[+N-I,k4~i)+ g‘NZK{(‘ Qk’Rk

l‘m /’L

Re) < B ReaoN koL o)

De eerste reeks rechts divergeert als P—~w , de overige naderen

tot een eindige waarde, dus divergeert ook g_}_mak r (ot ,[S,k).
Als we nu nog bewijzen, dat, indien "oka b o(«,8,k) conver-

geert voor zekere waarde o, vanol , zg ook convergeert voor alle

met R.ro( >R‘2d,.is aangetoond dat %(E ay P(d ,ri,k) divergeert voor

alle o met Re A< A . > | |
Uit de ongelijkheid (3) volgt ?(W‘,{%,kﬁ%k (’*@l(—k‘» )



Sy rers

_ Flapk)
d = F (o p.k)

o< 9 o)
en d,-d,_ = @/( k —Rl(d—d")‘!)

dus als

, dan geldt

Maar Re (o- o, )> 0, dus z{_‘i (dk- OLk_,) convergeert absoluut
c .
20
en Z’ii &, F (o(n,{i ,k ) is convergent ondersteld,

ergo _,i{ o) F (N“F ,k ).Cj,k =z a, V (o(,(a,k) convergeert.

[ d

Zo vinden we dus dat ook Zakr(uﬁ,k) de convergentieabscis
) 1.2
}ngeef’c; Op analoge wijze gaat men na dat Z;k_a-k F (0‘,{3,"{) en

?;E ’lkB (o K+ 1) dezelfde abscis van absolute convergentie be-
zitten.

We bewijzen nus

Stelling IVe: De reeks &%%B(d~q{ ,(5”& ) convergeert in het half-
viak Re (« -9 )> N\ =1 , wasrbij A gedefinieerd is als in (3%).

Het halfvlak van absolute convergentie vindt men, wanneer men
>\ door/u vervangt, 't;ervvijl,/)c. voldoet aan )\g/»g_ }u—! . Als de
bovenstaande reeks convergeert voor o{ =of, is ze gelijkmatig conver-
gent naar ol :

1° in het halfvlak th_gRZo(u+£ bij willekeurige &£>0

2%  in heot gebised Iarg (o(—o(o)klf——vL bij willekeurige m >0 .

Bovendien is de convergemtie in elk beperkt gebied van > gelijk-
matig naar B - In het gehele convergentie gebied stelt dus de reeks
een analytische functie van in_{@s voor {uitgesloten die punten waar

o™ (- k o .
3(3"“ 4 ,(54» ) singulier is).

Volgens de voorafgaande hulpstelling is het voldoende te bewij-

M
zen, dat we voor ?;(3““ :P, (Q(~c; ,‘B-l—\{ ) een ongelisxneid van de vorm

(3) kunnen vinden waarin « vervangen is door of/- Loeva
Voor Re (cx’-—g“m ) > O hebben we
X ¢ -q- +k-1
" T 97 -t) ™ (-
2 (g 8= | 27T Ay -ty dt
[¢3
zodat in het algemeen, mits o(~cb geen geheel getal is

" ‘ { A=~ _ 3 e k-4 "
;@MB(‘*‘W**)“ BWH) T (-t)dt

2i oim 7r(o(~q,)

Verder veronderstellen we dus Re (d—}\»m))»» N R P>_M ‘
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-1
Fe gaan nu (!-t)P log” (1-t) omt=0 ontwikkelen. De (N+,%)N;?e
)

afgeleide van d27e functie is een polynoom in 10{* (-ty.o-t
hetgeen gemajoreerd kan worden door ( -t ) “als { tussen 0 en

1 ligt. Op deze wijze vinden we

i , m +N-
(-t g™l AT e £ R

waarin de A, yoos AN; nog van{&, afthurzen, maar beperkt zijn in ieder
beperkt gebied van 6 . Verderwoldoet R (t) aman

. ‘ i_om»N
(4) H“\u N Q‘t)MA,.Nﬂ,‘J.Z
als 0= t< 1.

Aldus blijkt:

- (d“"nfz’*‘k\%—')mB(d-%m;h/%.?;,B{dﬂgmn)k%‘....,_......._......1_
waarin A Bla-gemelke) + R

R j (-t-)"'*“(,-ﬂ“ Rit) d+ ,Q_,)““ji'f-“"c‘".g*f)“ Rit) ot

20nam T{‘(’d-’i\' wo

(5

| R
dus als k> Mthimst pop.v. ongaliikhaid (4)

* ,;~. i’
\’R < 'ETN E:{ova“-m»NJk— M—N-~m-a)
AT

Hiermede is de vereiste ongelijkneid voor ;:\—..;1 t‘)(d'% ,(5+k )

v

I

gevonden,

N
Iv. VOOTR—‘»’ (d—q )> 0 en R:Z{i + L >0 kunusn we :—; (} F”(}
schrijven als g {m - - :
-”r_'.\ t u Am '\I—/;. o
: A
waarinde convour tot de reele as samﬂuge“rroxxen ran worden. Lit levert

B"’“ 3 L
a(_sfrr\ (5+k) (“/) Z__ ‘J"’Ea ¥ l / ‘i""%)“

De :D/g zijir atler cnafhankelijk ven <« en k en beperkt als [5

in een beperkt geoned varleer‘l;,.

Verder is D () i ein Tf'(a als ™ er2n

[

-t

i (N _
= (mt ) COSLira 23S Ah CLEY2N.

LS onu T evead en niet gsacel, A oneven & niss gelijk aan

A
o
een geheel gotel « 3, dan is ) 't 0. e vindern dunT VOO Ge

b) .
o :P; (el-g, {3»,*) de ongelijxheden ven de vorm {(3) in te wvulien

¥
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m
voor 2—)}-; B‘ (d~q,(b*k) een ongelijkheid van het type (3) met « door
otwl vervangen. Het convergentie gebied is dus het halfvlak

R.x,o(>,>\+quV v

In de twee gevallen, dat 1)= 0 is, is )40, immers

DI

. w2
(ri) cos 'ﬂ:@ als m even

. -t
= (i) sint3 alsm oneven.

T
;m E, (-9 ,{b*k ) een ongelijkheid van het

type (3) met o door - +Ivervangen. Het convergentiegebied is nmu het
halfviak Rees )« Reg-

Volgens (1) hebben we gegeneraliseerde B&ta-integralen met
Yy (1) =¢(f) log™ (-1) resp. Y (t) =p(t) log™ (t-/) ontwikkeld in
convergznte gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits f{> ('t') aan een
ongelijkheid van de vorm (2) voldoet binnen de cirkel met middelpunt
1l en straal 1 en aldaar analytisch en eenwaardig is%m

Z2ij nu omgekeerd van de faculteitreeks Z;k_ a’kﬁB(“'%ﬂ*k)

We vinden nu voor

waarin Pu{i» 0 is, gegeven dat zij convergeert voor Rz"u“q, )>)\~'m .
Voor elke £ > C geldt dan dus, mits men & niet zo kiest dat Are
gcheel is

&:‘; @k% B(k—%-r»:}{fw“;)zo

of daar uit (5) volgth 532 ’_B()\-‘h‘ne(:\#-k\lm(:l)m IE){A"*&;k“)
S S ' -A-
o~ BT ‘T(/‘wa)\( N

(_,}mw ('-’
~ (~l-}\~f_‘;'\d
ko /

ay
————— = 0
S

Lim

of k— o
Co - -A-¢
1%l < A Nk }i

Is A+£<-| dan convergeert de recks Z._". a (=" )" in het gebied
begrensd door de cirkel ‘Io H = 1, omdat de reeks < ( -r~kk-:. )(I—f)‘

-]

daar absoluutb corrvergeert‘; De functie
- 17 50 o 1)
voldoet nu aan de ongelijkheid (2) me" Jisc¢  en dus is
B(*’f P9 (t) log (1-1)) in een gegeneralisecrde faculteitreeks te
ontwikkelen, welke juist de reecks is waarvan we uitgingen.
Is =N= 1« A+£< =N (N geheecl20) on dus N-- 1< (=1 =) - £ )<N
dan is vanaf k=N de binomisalcoefficienmt ( t—‘c‘ ) alternerend. Is

dan weer c{) (lL)-: {12’6 o ( i-t )k , dapy geldt dus binnen de cirkel
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!-f‘<1 weer

)c?@‘)/ It {)Zg a, (-t) )+A)L_U) ( '3 )fh’f”}

. \H [A A]Z ( -1 3 ,a) |,-t1k)+

RSN
< A { I~ lI~H}~)Q£_’

dewez. @ (f) voldoet aan een ongelijkheid van het type (2), en
B(°<’[?> ? (1) 10g™ (1-1) is in een faculteitreeks ontwikkelbaar, welke
weer de oorspronkelijke reeks is.

We vinden dus niet alleén, dat een gegeneraliseerde Bé&ta-inte=-
graalB(N)F; : C? (i‘) 1ogm(l~ t )), waarin c}? (t) aan de r.2ds meer ge-
noemde elsen voldoet, in een gegeneraliseerde faculteitreeks

Z-_ a’\(meB (ot- q l&-r\ﬁ) is te on‘tw1kkelen, maar ook dat iedere
gonvergente faculteitreeks h a/“b :E; (t— 9 s F""\‘) waarin R.z(?»a R

voor te stellen is door een gegenerallseerde Beta-integraal
B(o{ cf (t) 10g" (1- -t)), waarin cf (1) aan de reeds meer genocemda
e:Lsen voldoet.

Hetzelfde geldt voor de E -integralen en mB -reeksen waar-
bij dan de eis Az 2> 0 komt te vervallen. Cf (t) heet de genererende
functie van de faculiteitreeks.

3. Orde van nmachireeksen.

I. Voor een machiitreeks 22_ 07 k net convergents2siraal 1 wordt
k
%i

gedefinieerd als de orde van de reeks.

Men gaat gemakkelijk na, dat de constante » ui% stelling IV,
welke de convergentieabscis van een gegeneraliseerde faculteitreeks
bepaalt gelijk is aan de orde van de machtreeks naar -t voor t af(f'(f)
verminderd met 1, als llm t c‘c{) Jt) niet bestaat, en gelijk aan de

140 (i {_ q, 't)
van de machtreeks naar -t van{f c{?( Y - limt’ CF( /JC

t++0
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verminderd met 1 als lim JC‘n'c{)(Jlf) wel bestaat.')
De orde van een machtreeks is in vele gevallen lastig te bepalen.

Hadamard e.a. is bijv. op dit terrein werkzaam geweest.

IT. We formuleren eerst de volgerde stellingen:

o0
- k
Stelling I. Zij % =!%| . Heeft de machtreeks %-(¢)=2t_®k“

met convergentiestraal 1 de orde hgo , dan is bij iedere £>s een
van i onafhankelijk getal ¢ te vinden, zodanig dat voor |'Ll < 1 geldt

(1) ]/g(z)} < c(i-=
Immers voor bijna alle k geldt
hﬁﬂ < "‘*’&“l dat is

- ,
(2) “ lorg | < e

)-h—f_

We schrijven weer, mits ¢ niet zo gekozen wordt, dat h+5 een

ke L C L—-f}k (.}\:5)

waarin voor voldoende grote k de uitdrukking (—3.)k (Jf’ ) constant
van teken is. Geldt dit, evenals de ongelijkheid (2) met k; N, dan

is % o0 Y
<C lfﬁ e )
N

waaruit weer volgt t’FL’A‘ < C (I_ ¢)~ h-g +CI
< cli-g) "

geheel getal is

Z O 2
N

bij geschikt gekozen c .

~ . . 5 o x*
Stelling ITI. Stel men kan bij een gegeven machtrecks (%)= o, X
met convergentiestiraal 1 op de eernheidscirkel een exndig aantal pun-
ten 5, jeaee, S; vinden, alsmede een getal @ > 3. zodat binnen de

eenheidscirkel |z|< 1 geldt

: & —W 1
(3) \%@)<Z§W§§@+CU¢)

waarin ¢, ye..,Cy enC van X% onafharkelijke positieve getallen voor-

J

stellen en 14 = |%| is. Dan %s de orde van de recks zeker niet groter
dan @ .
We hebben n.l.:
| ’g'(f*")
Hi” 3?{3 e 4x
g

—— . S o~ s

') Als f*q’cr (t) 6p en binnen Il- ’Cl‘é 1 regulier is, stelt men ds orde
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waarin de integratiecontour YC,C een cirkel met middelpunt O en straal
¢ zij. Uit (3) volgt

(4) {a,k] < J_‘; é Ca S idﬂ‘w ; C (- t)-w** "

- ,Lkﬂ }(z is.,, -7

e
We passen nu toe de transformatie z =72 e , Waarin Cf’.n= args,
P+
|on-2| =) 1- 22 ¢ ?‘)‘ = (l~ 27en @ +z"‘)£
We vinden zo

J_B ldz| lyr d¢

ls lon-a” -2z eng+a)t
Voer 2 > 3-\[” , is er een (X te vinden zodanig, dat 0 < X<12E
en dat sin %X = '{% . Voor ? X maken we gebruik van
/zzm?wz t«f+%rm ”Y

en voor TU > Lf>3f maken we gebruik van
/- zfcwc{-\rm > 4n M’j(f> ’,’ZC?
We vinden dan

A § d w, d
‘é”sz\sid;zzr* <4 &o e ”L(z)w T,?;L

zg(l-'z)‘w  (%)” [n “r —a/'m'}

W~}

< A (1~*2:)-wH cvg) | )wmﬁ'

w> 1 is ondersteld enX=(7(4 -2).
Wc nemen £ = 1 -—{: en vinden dan
‘da, kw -1
Yo -2 A

Daar verder (1 -

"

beperkt 1s, als K— o . volst tenslotte uit (4)

| &
of h___ l+,&/m/yu/¥> 'a"‘“ < w (r:. Pcl)

N.B. In geval we &0 = 1 genomen hadden, hadden we gevonden
O'k) < A /203, k
n du
e s b =1« Him b %\‘_ <

Ook dan geldt de stelling dus pog.
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o
Stelling IIT. Zij van de machtreeks (%)=Z‘_ O ’lk met convergentie-
straal 1 gegeven, dat zij op de eenheidscirlo(el een eindig aantal
singulariteiten 5, ,. ...,5<-} bezit. Geldt in dat deel van de omgeving
van 5 , hetwelk binnen de ecnheidscirkel ligt

- Wy,
)5@ ~C (sq;z) 3,,”(5,&)2)
waarin w, reéel, terwijl q_(5,,% ) voldoet aan

L, 2" %“(S“)Q):v

5 0

By | 2% g (50,2 -

an is de orde van de machtreeks als hz max W, > 1.

; I 30 am }wzg,zlg%

Allereerst is het duidelijk, datg (£) aan een ongelijkheid van
het type (3) voldoet metw =b +¢& waarin & een willekeurig positief
getal is. Dus is de orde < h+e . Laat men £ tot nul naderen, dan
blijkt dus dat de orde §h is.

Was de orde <h , dan zou volgens (1) binnen de eenheidscirkel
moeten gelden: -h
r%({t):_ C (l-— "C)

]
voor zekere h < h .
Dit is zeker niet waar in de omgeving van het punt s, waarvoor
GJ,.="7' is. De orde is dus egrecies “7 .

Stelling IV. Heeft ‘3(2):2‘,‘__‘. a Zk de orde H , dan heeft
) 00 |
k
£(1)=§‘. Qe (k+1)2" de orde Mer .

Immers lim sup&%j'-;—;it&ﬂ)— = KMW%“ + |

[ o
] K
Stelling V. Heeft /gz‘ (%):Z‘:: Qi 2h de orde -}3‘ en ‘?J%FZ)E,%\( 2
o .

de orde "z , dan is de orde van ‘g,('z)-b’gl(z)--zz_ (O + Q) )z* gelijk
aan het max (b, ’hz ), als h‘# "‘z , en de orde van /g, (2 )+ 'gz (2) is
zeker niet groter dan h‘ , als h= h,‘ . ‘ '

Het bewijs hiervan is duidelijk.

n

- ~ -ty s o,
Stelling VI. Zij /gf(a\‘ggc&(a,-z) "(al-z) S (ay-% X
1

, : Yy .
X /Zo%v"}(apz) }a%\,’*d(al ) p— /Em} 2'*(0 Q-fz)
+9l%) 2
waarin }a&lzl , Cj¥9,
(%) regulier voor |z|{g 1 terwijl'voor elke } niet vol-
daan is aan de volgende voorwaarde:. '
Alle w,& yoessWo. zijn niet-positief geheel en alle Y

'd-'H,. .o ,v,Ed'
zijn tegelijkertijd nul.
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Dan kan % (2) ontwikkeld worden in een machtreeks van de orde
h = max ( Re Wiy ).
- Door te differentieren vinden we,dat %'(z) in een dergelijke vorm

te schrijven is als hierboven voor (2) werd gedaan, alleen is
max ( Re CJ{,‘} ) voor de vorm met 1 vermeerderd. We differentieren net
zo lang tot max( PLP,W;,& )2 1 is, dan kunnen we stelling III toepas-
sen, en m.b.v. stelling V in de omgekeerde richting toegepast komen
we op het gewenste resultaat.

4. Het verband met asymptotische ontwikkelingen.

|
%(@c) =S 77 ott) dt

' )
Door de transformatie J£,=lt‘& met> O toe te passen, vinden we
z

g, () - & &O 1= plat)dt,
wearin (e, 1, )= ¢ ( Jff{) :

I;_ Beschouw

Het is mogelijk, dat bij een bepaalde o (2z) in een faculteit-
reeks ;Z}_ak]%(g- ,k+1 ) is te ontwikkelen. Dan moet echter C?(Q.( ,'t,)
analytisch en eenwaardig zijn in het gebied ll - f,} < 1, terwijl voor

dezelfde waarden van "' geldt "P{d»}r)x< C({—}lvt,])JF

Dit laatste betekent, cp (e, t‘ ) heeft een machtreeks-ontwikkeling
van eindige orde.

Aan deze eisen voor c() (a()i, ) blijft voldaan, als men o/ groter
laat worden. Verkleinen van o kan achter of een singulariteit intro-
duceren binnen de cirkel }l-e H = 1 of de ?’( u)t, ) van de orde oo
doen worden.

2ij mu @ ( ot ) naar machten van ( I~t, ) ontwikkeld:

CF(QX,JC, )= % a () ( -1) , dan geldt bij voldoend grote ¢
. 5 -

%(Z)-:&LZ zov;(j() Hz

De reeks in het rechterlid convergeert voor kleine o niet meer.
Als (=0 gaa&{ de faculteitreeks over in een asymptotische ontwikke-
ling near 2« .
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) Dit verklaart, waarom faculteitreecksen convergeren, terwijl asymp-
totische reeksen met ontwikkelingen naar 4%  , die dus met & = O core
responderen, divergeren.

IT. Een eenvoudig voorbeeld van een faculteitreeks is

Teta g oY
-1l e ('z+?+;) i [’L-r?'fk)
(g)-a-k)
waarin B de getallen van Bernoulli van de orde ( o+ k) zijn.
Deze reeksvoorstell:m volgt uit

|
- S szat it
(p +k) .
G%t)? . Z (~ Bk (f U
Een andere is . Uw)
! - )k () Porn (s
(z-o)"" - 2{z41) oo [2+k)

Voor deze laatste reecks convergeert ook de ontwikkeling naar £z .

Nog een voorbeeld van een funC‘tlt,, waarvoor ook de ontwikkeling
nasr <« -k convergeert is 2
o0 o0 m~/
! )" D)
Men heeft .2 2 = e f=pm

— w2 = ~ ol o™
Voor m > 1 is
1

..L_ . 1—- Eog_t)'n | )
pe? """’(,n Y ) (vgl. boven), dus

2 [

- < (-«1 Z-1

2 = I“Zgi M‘{hf'y j ‘t (203,%’) A%

-

o] AT MR

is een analytische functie voor \/*H < 1, de orde van

E—r 1 Tt

waarin de aj, de ontwikkelingscoefficicnten zijn van

near (1-1)s o \/:Eo;{
_3_‘(_1-%?;)__ = g ak(wf)k




We beschouwen nu

"E. L(—Z):j )g CL;
z &0 Z-zx
-z
=% jo I+ X dx

t ~&X .
We stelleni{ = & en krijgen

x why =1 ! "
NIARENE Al PR ! ).

(4]

-t
We zullen nu -'—2-33-{:‘ nagr T = 1 —t ontwikkelen.

Stelt men 1 -—253—— Z{ /B«k ’l:'\‘

en{l --—&:ﬁi} =Z_E_ ak’th
dan geldt b = 1, &‘:1{; (k3 1)
en &, '?q, =1 ‘{

k=
ek =2 oy b, |

o]
Op deze wijze vindt men acktereenvolgens

a,= 1
o 4= = 1
o ay= -2—2:—,'(1
2
-0 +2 A
o oy - 8 63 2
24360 +22 A 2= oL
of = 4 ! 1
_ 120=240% +210 «2-100 o 2+24 &
0( a5~ 5 g
« a, = 12021800 X+20¢0 9221350 o 2+548 o *-120 7
- i , ,
« 8, = ~3040=15120 o +21000 o®-17640 o/2+9744 ot*-3528 o(2+720 o
== 71
«a, = 40320=141120 ¢ +231840 *2=235200 «2+162456 = 4=78792 o O+
= g7

+26136 *°-5040 &'

en dus voor - E { (=2) de ontwikkeling

s s e oo s

geen singulariteiten binnen ]i H<} heeft. D.i. o > log#. Bij
K = logZ is de orde van{; Loyt {} t! gelijk 1, evenals bij
d> log% (St.III van paragraaf 3 toepassen).
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. —2f ) 2o b- bt + 20
‘“ELGQ3== z [E’" qlz+d)4_z(x+dﬂz+zd)* 2{ 2 +X)[z + 2} [ 7 + ()

PA-360l +22 ohPuf o0 120-240 K +210 K°2=100 AO+24 ot

-+

Z(2+d) ... (2+4X) - Z(Z+X) ese. (245 X )
, 120=1800 o +2040 221350 o+548 o*-120 «°
Z(Z+ X )ees (Z+6 A )
_ 5040-15120 o +21000 ot®~17640 oi>+9744 o *~3508 & 4720 of
Z(Z+ A )eee... (2H7X)
40320=141120 & +231840 X 2235200 A2+162456 o o2 8 o
+ 2 - 62456 o(1-78792 o 2 +26136°=5040

z(z+ o). (2+8 X))

.

Voor o = 0 krijgen we inderdaad de gewone asymptotische ontwikkeling.
De ontwikkelingscoefficienten werden berikend voor o= 1 en
& = 2, wat convergente ontwikkelingen levert, verder voor o = log 2,
welke net op de grens van convergentie ligt, en voor « = 0,5, waar-
voor we divergente ontwikkelingen krijgen.
Hieronder is een tabel van dec gevonden waarden va- de tellers,

met als de vergelijking die voor de asymptotische reeks ( = 0)
n 0 0,5 log 2 1 2
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 2 1,5 1,30685 1 0
3 6 345 2,80202 2 2
4 24 10,75 7,61852 4 - 8
5 120 41,5 26,7774 14 64
6 720 191,75 110,173 38 - 592
T 5040 1035 539,193 216 6768
8 40320 6380, 25 2968,92 600 - 90624

Bovendien bepaalden we uit de eerste 9 termen van de reeks,
zonder de factor £§2, de som voor 2 = 1,2,3. Voor «= log 2 en&= 0,5
werd hierbij na een geschikte term het Buler~proces toegepast, voor

« = 0 (asymptotische reeks naar 27" ) pasten we het Euler-proces
na de term met kleinste absolute waarde toe, hierdoor ontstaat een
nieuwe alternerende reeks, waarop op dezelfde wijze het Euler-proces
werd toegepast, enz., tot men tenslotte niet meer verder komt. Voor

o =1 en 2 pasten we het Buler-proces niet toe, omdat het hier geen

voordelen opleverde.
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De begin convergentie was voor « = 1 het beste, bij « = 2 was =]
zeer slecht . Het Euler-proces zorgt bij de lage « -waarden er voor,
dat met de eerste 9 termen toch nog een behoorlijk resultaat be-
haald kan worden.

Het heeft dus zin de reeks te beschouwen voor & = log 2. Voor
“ = 0,5 krijgen we divergentie. Oneindig veel termen van de recks
gedragen zich ongeveer als (—Eﬂ— 1fﬂ ﬂzﬁlz ; waarin Lk -1< 1., 0f
het toepéssen van de sommatiemethode van Tuler zin heeft, is nog een
open vraag. Hierbij dient echter reeds opgemerkt te worden, dat de
methode van Tuler de machtreecks voor {1 -2 1ogf%-l overvoert in een
recks, dic nog tot =0 convergeert.

Het onderstaande tabelletje geceft de resultaten met de exacte
waarden van -2 Ei(-7z). Hieruit blijkt, dat « = 0,5 verreweg de beste
resultaten oplevert.

{% 0 0,5 log 2 1 2 exact

1 0,6019 0,5969 0,5983 0,6011 0,6216  0,5963
2 0,36111  0,36135 0,36143% 0,36162  0,36421 0,3613%
3

0,262088 0,262081  0,262095  0,262124 0,262675 0,262084

IV. Als laatste voorbeclden mogen de logarithme van de faculteit en
haar afgeleide, de&p ~-functie, dienen,
Hier kan men de integraalvoorstelling ven Garsz voor de ? -functie
ik
gebruiken " el

pleot<[ 15 -2 - | ]

[¢] /

Norlund geeft al aan, hoe men met behulp hiervan een faculteit-
recks voor ¢ ( 2+jt+/ )= G (2+ ) ken vinden. Immers men heeft

(2t pr)- ples) Joo 2_/,z+:)x - .
i / o A -2 )
] Yol
- j t" I-i' d{?
(o I~ t‘
Dit levert, zoals men gemakkelijk ziet, de faculteitreeks

il k
N gLk
Ve ) = k
¢ v 4[1*4 Z;' k+1 fan(mes) oo on{z+ k) .
Voor 1og‘zl geldt de integraalvoorstelling van Plana:

~7X

o
" ,j 2 "{7-.’_:% ..
4%8 o X DR M *




D D

Maakt men tenslotte nog gebruik van

. -@+x
y Z+l) = £ ) bl (i,
log z+1) L = 2
PootR
5 s dt ,
dan vindt men
_ N
L

y | dt
byl e by == {1 -1 o
In de laatste 1ntegraa1 nemen we eerst gens de grenzen O en a <1,

Nu is a

j zoaa f tz(.e:%f i &;“c)df

Verder gebruik makend van

1 di

jJ dt
)t Pog?t
vinden we g Jzo%u

a

L {tz(}f‘?*'/ﬂ”)‘ /,-t ‘Zi E{fgf N

a ey,

dt - a

U;f( “““/2) “ga(“““*/’ "X»gt)»% "’"JZ,T};”

In beide integseien is nu de integrand eindig voor a = 1, we
lummen dus de limiet overgang a — 1 uitvoeren. Op deze wijze blijkt

/Eo'afz.l—-(z#/i),%(zw): S’ X:Jt(l . 2&%{7 /de - (z +1]
+L'(“-‘£+/* f;z,gt) d{

De eerstc integraal zullen we in een faculta, itreeks ontwikkelen;
die in een halfvlak Rez > %, een tot nul naderende functie definiecrt.

Stirling's asymptotische formule levert

Jo(- i uggt) )2%,; = dog 2

Dus
]

@) Dy eleeti g oo thpr | 5 (7

— *“’% /)ftr
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Met behulp van de integraalvoorstellingen (1) kan men ¢ (z+! )
en log ( 2+ )! na de substitutie i‘, =t in gegeneraliseerde facul-
teitreeksen ontwikkelen, die de asymptotische reeksen van Stirling
vervangen. Ook hier is een ondergrens voor de « -waarden man te geven,
waarvoor de reeks in een zeker halfvlal; convergeert. Voor de (P-cfunc-
tie krijgen we, na de substitutie i’, =1% Qe integraalvoorstelling:

! L~
(P(zzbzog(/z.ﬂ);‘és 't, Z /(/—1t'%_‘+ g%t) dt,

[

} o{
De singulariteiten van Cf’(t) = i + Tt zijn het punt
~

t, = 0 en de punten, waarvoor[= 0 gekozen wor 't’. De enige singulari-
teiten, die ons interesseren, zijn die, welke binnen de cirkel
I-t] = 1 liggen en waarvoor largtf< E . Men ziet dat deze er

slechts zullen zijn als o< '/5 . Voor o >4 krijgen we dus convergente
facul‘tfi_t(r%e)aksen, en wel convergent voor Re (z+1 )> 0, daar de orde
van & » 1 is.

Hetzelfde geldt voor de faculteitreeks voor log 2 !

Voor « = 1 krijgt men de volgende reeksen.

1 1 —
L’)(Q«H )= log (z+1) - 2(z+1) ~ 12(z+1)(z+2) ~ 12(z+1)(2+2)(2+3)

19 9
= T20(z+ 1) (2+2) .. (278) = 20(z+1)(2+2) .. (245) T **°

log 2 ! = (2+3) log (z+1) - (241) + #dmpams xdees

1 1
T Z60(z+1) (z2+2) (2+3) ~ 120(z+1)(z+2)...(=z+4%)

i' f,’&ﬂ,)geg.a,?me t=1 imdien mem'?w# omgmwv‘r

5. Toepassingen van faculteitreeksen en B&ta-integralen.

+ pemre

I. Stelling I: Zij van een functie 'g (z) die in 72 = 0 regulier is,
gegeven, dat ze eenwaardig en analytisch is in het z -vlak, waarin als.
coupures zijn aangebracht de halfrechten, die een eindig aantal punten

S yeeeySy, Mmet resp. $® ,...5,0 verbinden. Neem verder aan, dat

() in de omgeving van een punt $; (4= 1,...,m ), alsmede langs de
halfrechte, die SJ met 5&00 verbindt is voor te stellen door

fo)= g, @k

waarin 33( 2 ) in de omgeving van en langs de halfrechte, met ‘u%tzon-
dering van het punt ¥ = 5& analytisch is en /Z,é(z ) in die omgeving en
langs de halfrechte analytisch en eenwaardig is.



-24-

Stel tenslotte, dat er een reeel getal q is te vinden, zodat geldt
9, t2)] < Al o =l

als |#] voldoende groot is en op de halfrechte van 5, naar S\;}oo ligt,

terwijl in het gshele opengesneden 4 -vlak geldt
P / 3
|| < A 1
Indien dan A, wordt gedefinieerd door

< k
g(’) S A
geldt voor K > 9 b

an

s X R(“’ 94 ( ))
akz..!__{ _M.d,z

It JKR Zkﬂ

Bewijs:

waarin KR bijv. een (in positieve zin te doorlopen) cirkel is met de
oorsprong als middelpunt en voldoend kleine straal R . Laten we R
toenemen, dan moet men, em de singulariteiten 5 te ontgaan de cirkel
van lussen voorzien die om $; lopen en tweemaal, in tegengestelde
richtingen, een stuk langs de halfrechten van 5 naar .33730 « De bijdrage
langs de cirkel nadert tot nul als R+ en k>¢t en de integralen
langs de halfrechten + lussen om %; convergeren, daar de bijdrage
vanj» (2) nul is en Ig (z)’< A ’Ilq' ondersteld werd.

v A5t ey i
=t ) 2 (2) A
ak i Z,d: &_ 3"'(-
S0
Door te substitueren T = %’- vinden we
nj -k k*l s
% =—M_LZ;°_‘_ % S t 34("3‘) dt
W,
n
v - d’ 5d :B (k [N %d‘ ..._) (CL&C{)

¢ ? )

Als dus gd(z)van de vorme (—i—l ) z

is, waarin c(( 1) een in de cirkel 11-“ < 1 reguliere functie is die

daar voldoet aan W@” \_H ( H) -

dan kan men de @\ schrijven als een eindige som van faculteitreeksen

% ‘"Z;— g;ti 5" Br(k’ﬁ% ) %Am’g"‘émé(t")}

Men kan op deze manier bijv. de coefficienten van de machtreeks
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%

¥
ontwikkeling van ( z- o, )” (2=a, )" ooo(2=0, )2 in faculteitreek-

sen ontwikkelen,

L 715 dno. 4> o ._._*»__‘S
II, Zij Azo, pize ,%+/A>o en O =——
Hierin stellen 3.(t) ean(t) functies voor, die aan dezelfde voorwaar-
den voldoen als onder IV van § 1 met ph +Cv*‘R2@ = 0.

Zij verder t%cf(t)= Zh_ 5}(/~t)' de machtreeksontwikkeling van
o

h
. P ) gttt d

th?(tS‘om het Epnt 1.

i
Zij q;(100==25 g%ﬂﬂn een functie, die binnen de cirkel lmrl< R
0

analytisch en eenwaardig is, terwijl we bovendien onderstellen, dat na
het aanbrengen van een eindig aantal coupures langs halfrechten, die
een punt & met 4 oo verbinden,%‘bw ) in het gchele opengesneden wr-vlak
analytisch en eenwaardig is.

. o Svoa ko2
Dan is de functiel (z )= i ap 2 in een z =-vlak, dat open-

gesneden is door coupures aan te brengen langs de halfrechten, die

>‘*/"‘ “WTCL LTl

de punten 34%;£Q77—,e/* met“gﬁz}b o verbinden en langs de half-
- Aepe : U

rechten, die de punten(}gllﬁl-,xtpr met éx,f‘ verbinden een

N &
2w
analytische en eenwaardige functie , die voor te stellen is door de

Fe ) Glatt)) gt g dt

1T

integraal

of door de reeks '

Frey-— i o (o)t ) (- gt
/8 —-mLB__ - Xk Sw % 2z I % ’
De straal van de cirkel om 1 van de integratieweg \V, moet zo klein
gekozen worden, dat geen singulariteiten van g;(yfk(f-d
omsloten worden. <0

Voor het bewijs vervangt men in F‘(1)=ZE ab%g?ﬁ de coéfficieén-
terlahdoor hun integraalvoorstelling, indieﬂ\al< iLﬁ;;¥{ kan men dan
sommatie en integratie verwisselen en men vindt de Yereiste integraal-
voar stelling, die in het gehele opengesneden Z -vlak een analytische
functie voorstelt. Door het aanbrengen van de coupures n.l. voorkomt
men dat een singulariteit van(% (Q'tk(t"“l)fu) op het segment o<t<1
komt te liggen. De ontwikkeling volgt uit de <lgemene ontwikkelings-—
stelling.
N.B., Neemt men slechts aan dat voor&P(i)==%(f)<y(f) de eisen van
paragraaf 1, II gelden, dan is de integraalvoorstelling nog juist,
mits %0= 0.
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% .
o= ) £ty g (1) g(bdt;

%(f ) en Nf( f’ voldoen aan de cisen van sectie V van paragraaf L

we

ITT. 2ij }\)o,/ugo y Atpso

(g(\u') ZL PKMr voldoet aan de eigen van II van deze paragraaf,

Men vindt dan, dat I (z )= Lﬁ thh,% analytisch is voort t§ Ze%~
ten in een 4 =-vlak opengesneden langs de halfrcchten, die &g§¥17“.
met éoo verbianden, en daarin is voor +te stellen door A

3 |
Fiz)- § Gt ) gl i)t Ko F (o2 ) % g1 db
waarin.'Vhf(t )22;-6} (1~f ) is gesteld. Bewijs als bij ITI.

IVe We nemen in II van deze paragraaf% (or )= (l*‘w)—l , A= 1,/0,: 0

on (L= g (E)e(t).
Aan ? (t) wordt slechts de eis van paragraaf 1, IT gesteld. Dan

is dus

2T

ay = —’—— SW '{‘h q)(ﬂ f’ft' ; /gh =1

]

° ' ATt

Fig) = 2% oy nh ot RECRLE
W,

Dit levert ons de analytische voortzetting van F(z) in het com=-

plexe 2 =vlak met een srnede langs de positieve recle as vanaf 4 = 1. De
integratieweg ML moet zo gekozeh worden, dat het punt t =-é er niet op
ligt.

Ligt # dicht genoeg in de buurt van 1, dan kan men behalve de
oorspronkelijke contour¥d ook &én VV beschouwen, die de pumten 1 =
en T =1 amsluit en geen andere slngularltelt vanty (f )e

Dit betekent, dat men aan de integraal het residu van de integrart
toevoegt.

Nl—-

AT

N N e AT TR A
e e DI (L)
w'/ . . 3
Hierin kunnen we de integratieweg onafhankelijk van « kiezen, als

2 tot 1 nadert, en we vinden dus

P =L g2+ Hiy



27 = !

wanrin H( ) cen in de omgeving van 4 = 1 reguliere functie is.
Vervangen we in het hovenstarnde Z door J«z, wasrin .3/:;:0 , dan
vinden wij dat de functice

in dc omgeving van het punt z ~*§)- goschreven kan worden in de gedaante

57 vi5z) + Hee)

waarbij H(z) in de omgeving van « =;%(- regulier is,
Als voorbecld dienc de opgave: Bepaal de aard van de op de een-

heidscirkel gelegen singularitciten van de functic

&k
F(z L

4ls A niet gcheel positief is, geldt de formule

: ﬂ""‘é\% g

|
k 27Tt

dus
F) - i:., j(f 24) {Lr%f)

zodat volgens het bovenst'mnde f‘ (z) in de omgeving van het punt ¢ =1

afgezien van een reguliere functiec, gelijk is aan I (I~>\) (108 7 ) e
Is A echtor wel geheel positief, dan is

N jw Ko ,Vvog(;f )= Aoy T

t

1

k* T o

dus |
APy — o) Foglb - Aog 1V G
F(L,.\ g BW (s ft) /wa(f ) /EOB !

zod=¢ in dat geval F (z) in de omgeving van het punt z = 1, op een
reguliere functie na, gelijk is aan (\, ), .log (1 7). log M ().
dit spcciale geval +treedt dus in het punt 2z = 1 zon logarithmische
singulariteit op.

V. Zij dn II(%(‘W”)«- V, dus /?'b‘ woe Verder weer A= 1, y o = 0, beven~-
dleng(f;): (S ,oL-— 0. Dan 1s%(mr) en dus ookF(ff een gehele
functie. Men heeft

- < k t -+ K
Hanic wym\J (2J=-1:~§§_£-/) 9 Sw o) dt

21‘215 (JC) M_fwn lr}& t) aL’t- Myv’r)x ,(L T"(z AJ
'wn.a/umr(z 3) S *tix [

de onvolledige Gamma-functie voorstelt.
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Door analytische voortzetting geldt dit ook voor hakg o .

We vinden zo

C. s Tp 2t & T'{z:p+k)
rL’L):-....H.‘_J__L_ —= /'-)Z\i\— (}S’k ,____.,___;_g____.

Als |arg z|<Z , zal als |zl-—c de onvolledige Gamma—functier('z;p+k )
tot de volledige Gamma-functie T ({&-Fk ) naderen. Door het vervangen
van de onvolledige Gamma-functie door de volledige, gaat de conver-
gente omtwikkeling in een divergente asymptotische ontwikkeling over.

Is n.l. Re ) >0 dan is T (z;))= T (A= Sw,e“tfkh' dt . Hierin

z

B \ g -t :“‘ v .
zijn zowell (z ;A),_{ (7)) 2ls S« £t analytische functies van ) ,

dus bovenstaande relatie blijft ook gelden als Re A < O. We vinden dus

“ Tz N=TW +-@(}Jz z >w)
T T LI o

We zien dus dat lr/fet vervangen van de onvolledige Gamma-functie
door de volledige een fout introduceert, die van kleinere orde in X is,
dan welke term van de reeksontwikkeling'ook. |

Nadert |z} tot oncindig met ,arg (—z)\(-?i , dan zal de term
(7(;': ) de hoofdbijdrage' leveren, in de reeksontwikkeling worden alle
termen van dezclfde orde.

VI. Neem nu in II%(’W’) = coshar, dus

o 5
/gk.. i kcven
[ k oneven

It

Verder weer A= 1,/1-= 0, q= 0 en 'g(f) = (t-i )ﬁﬁ

In dit geval vinden we

Fea) = 1. L<M' A )l

27T
oo 2 —uk
= I;;’f; Zo‘i - ‘)k Ye Jw (u-syt ) (t- I)ﬁ at
- .
_ommp St i T (zpek) 2P T eipel)
Q'Tﬁﬁ Zt,g Xk { = «(;}‘\—T( + (ﬁﬁ)ﬁw k }

| ‘*m%ﬁi 8 Pk(.’i) |
Pl)- 22 [ (=p+Y L2t ['(-2,p+k) ©

zP"'k tz)fs-fk .

met
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bls  |y|-> o0 met |arg #|< I 5 , krijot men een asymptotische reeks

dOOI‘P( z ) door & T(FHﬁ “ F’ té vervangen; als |i|—s o et
, )i)]if Ir krlgg't men ecn asymptotische reeks, dourn ('1 ) door

4 T (e +K )(»a)(‘:5 te vervangen.
Als voorbesld van de lastste s{feiu,lnv nemen we

k!
() k)

egn dus

rm’): ,:« k 3(K+M’ I ( }

foepassing van de dupllcatlc,formule

] N -0
levert i :—L@“’L)}-« | (%_;) I
: W—T(% ) Vr (§-+h),(—n-—-2’k)} m*i)
Ea-p)l § Koy g
. A ¥ w' “(u-) duw
=m0 kg m=i i
s L &w.i -y o)

In 4it voorbecld is dus

a'ﬂ“\'"

pil-2becid g
en we vinden
(2" ). 2ot 1) ’~§ @Mba)(tﬁ/f)““/’ it
Vo Am W, .

wat overeenkomt met de 1n‘begr;~alvoo"s’celllng van Poisson vooxr de

Besselfuncties.,
Tenslotte %4 l
k 2 'h“‘L «L" "l
) e s 3 oy

dus vinden we de recksontwikkeling
[, &)- i of (A Tlnakes) | e ,e‘*w*z%“”“*)f
Lo - ‘
Vﬂrx klfn- 4~ k)l i(' 2k a
Beschouwen we alleen de eerste term tussen de haken en nemen we
T"(m+k+d ) i,p.v. de onvolledige Gamma—functie, dan krijgen we




i ¥k . ‘
I - /8/‘ k "/k 2 (’ﬂ.'-+k)
) mz 3 &) K (=t = k)l
:_%; ; (“’)k i“k(nw—,':),.-_...-(m-é+\<){n—%\,—u"-.ln,k+i¢j
Vorre kl 2
o2 - S YP 2 2kt
R T L P )
= — L_ (‘_*l) : k
Varz k! 2
_ Jéi_ 5’0; (-1 )k CX )[im ) -:‘-~--(j%fn" ~.(;kvl)1)“
T Vamz o k] (&z)k

wat de bekende asymptotische reeks is. .

VII. Neem tenslotte in ITT A =0, u =1, §(w)=2", 4=10,3(b=
:,.-

("t)( « We vinderr na in de J.rrtegralen tdoor 1 -t vervangen te

: I ++
F’(lz\;;z; 9 S ‘e/zitﬁ" k it
= i‘@%ﬂ T‘(’Q;obkk)

M is weer

-n o) Tt O 2*
T e =)
als dus \arg (-= ))< 7 maken w e in iedere term van de leatstgenoeme
de reeks een fout die van kleinere orde in « is, dan welke term van
de recksontwikkeling ook, indien we de onvolledige Gamma-functie door
de volledige vervangen., Zo krijgen we voor }a:r\g (-2)< _:{Z_r de asymp~ "
totische reeks

Hz\jg—(ﬂw

(“_z)ouk

SOOR

-



